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Άγιος Νικόλαος 10 Νοεμβρίου 2007    Γ. Πάγκαλος
Από την Πρακτική Αριθμητική ξέρουμε 2 κριτήρια διαιρετότητας ακεραίου διά του 9 (δηλαδή 10-1) και διά του 11 (δηλαδή 10+1). Θα τα υπενθυμίσουμε με ένα παράδειγμα:
Δίδεται ο ακέραιος 589430032. Να βρεθεί το υπόλοιπο της διαίρεσής του διά του 9 (=10-1) και διά του 11 (=10+1) χωρίς να εκτελεσθεί η διαίρεση.

------------------------------------------------------------------------------
Α) Κριτήριο διαιρετότητας διά του 9
Θα βρούμε το υπόλοιπο της διαίρεσης 589430032:9
Προσθέτουμε τα ψηφία του αριθμού 589430032
5+8+9+4+3+0+0+3+2=34

Ο αρχικός αριθμός 589430032 και ο αριθμός 34 (που βρήκαμε) διαιρούμενοι διά του 9 αφήνουν το ίδιο υπόλοιπο (απόδειξη παρακάτω).

Εφαρμόζουμε ξανά τον ίδιο κανόνα:

3+4=7

Το υπόλοιπο της διαίρεσης 589430032:9 είναι 7

------------------------------------------------------------------------------

Β) Κριτήριο διαιρετότητας διά του 11

Θα βρούμε το υπόλοιπο της διαίρεσης 589430032:11
Χωρίζουμε τον αριθμό 589430032 σε διψήφια τμήματα από δεξιά προς τα αριστερά.

5’89’43’00’32

Προσθέτουμε τα διψήφια τμήματα

5+89+43+00+32=169

Ο αρχικός αριθμός 589430032 και ο αριθμός 169 διαιρούμενοι διά του 11 αφήνουν το ίδιο υπόλοιπο (απόδειξη παρακάτω).
Εφαρμόζουμε ξανά τον ίδιο κανόνα:

1+69=70

Το υπόλοιπο της διαίρεσης του 70 διά του 11 είναι 4

 Άρα και το υπόλοιπο της διαίρεσης 589430032:11 είναι 4
------------------------------------------------------------------------------

Η απόδειξη του κανόνα εύρεσης του υπολοίπου διά του 9
Αναλύουμε τον αριθμό Α=589430032 σε άθροισμα των προσθετέων Π(1), Π(2), Π(3), Π(4), Π(5), Π(6) και Π(7)

	
	
	
	

	
	   Π(1) =
	500000000
	 = 5*108

	
	   Π(2) =
	80000000
	 = 8*107

	
	   Π(3) =
	9000000
	 = 9*106

	
	   Π(4) =
	400000
	 = 4*105

	
	   Π(5) =
	30000
	 = 3*104

	
	   Π(6) =
	30
	 = 3*102

	
	   Π(7) =
	2
	

	
	
	
	


Α=589430032=Π(1)-5+5+Π(2)-8+8+Π(3)-9+9+Π(4)-4+4+Π(5)-3+3+Π(6)-3+3+Π(7)=
=5*108-5+5+8*107-8+8+9*106-9+9+4*105-4+4+3*104-3+3+3*102-3+3+2=
=(5*108-5)+5+(8*107-8)+8+(9*106-9)+9+(4*105-4)+4+(3*104-3)+3+(3*102-3)+3+2=

=(5*108-5)+(8*107-8)+(9*106-9)+(4*105-4)+(3*104-3)+(3*102-3)+5+8+9+4+3+3+2=

=5*(108-1)+8*(107-1)+9*(106-1)+4*(105-1)+3*(104-1)+3*(102-1)+5+8+9+4+3+3+2=

Το διώνυμο χν-1 είναι διαιρετό διά του διωνύμου χ-1

Ο αριθμός Α έχει αναλυθεί σε άθροισμα 13 προσθετέων από τους οποίους οι έξι πρώτοι είναι διαιρετοί διά του (10-1). Επομένως το υπόλοιπο του Α και το υπόλοιπο του 5+8+9+4+3+3+2 διά του (10-1)=9 είναι ίσα.
Η απόδειξη του κανόνα εύρεσης του υπολοίπου διά του 11
Αναλύουμε τον αριθμό Α=589430032 σε άθροισμα των προσθετέων Π(α), Π(β), Π(γ) και Π(δ)

	
	
	
	

	
	   Π(α) =
	500000000
	 =   5*108

	
	   Π(β) =
	89000000
	 = 89*106

	
	   Π(γ) =
	430000
	 = 43*104

	
	   Π(δ) =
	32
	

	
	
	
	


Α=589430032=Π(α)-5+5+Π(β)-89+89+Π(γ)-43+43+Π(δ)=

=5*108-5+5+89*106-89+89+43*104-43+43+32=

=(5*108-5)+5+(89*106-89)+89+(43*104-43)+43+32=

=(5*108-5)+(89*106-89)+(43*104-43)+5+89+43+32=

=5*(108-1)+89*(106-1)+43*(104-1)+5+89+43+32

Το διώνυμο χ2ν-1 είναι διαιρετό διά του διωνύμου χ+1

Ο αριθμός Α έχει αναλυθεί σε άθροισμα 7 προσθετέων από τους οποίους οι τρεις πρώτοι είναι διαιρετοί διά του (10+1). Επομένως το υπόλοιπο του Α και το υπόλοιπο του 5+89+43+32 διά του (10+1)=11 είναι ίσα.

Παρατήρηση
Ο κανόνας που βρίσκομε το υπόλοιπο της διαίρεσης διά του 9 ισχύει και για την εύρεση του υπολοίπου διά του 3. Η απόδειξη είναι ακριβώς ίδια.
Γραφή των αριθμών χρησιμοποιώντας άλλη βάση αρίθμησης
Αν χρησιμοποιήσουμε σαν βάση αρίθμησης άλλη από το δέκα π.χ. το επτά τότε το επτά γράφεται 10 (διαβάζεται ένα, μηδέν και σημαίνει μια επτάδα, μηδέν μονάδες) τότε οι δυο κανόνες εύρεσης του υπολοίπου διά του 10+1=11  (διαβάζεται ένα, ένα και είναι ο αριθμός οκτώ) και διά του 10-1=6 είναι ακριβώς οι περιγραφέντες και η απόδειξη είναι ακριβώς ίδια!!!
Ο αριθμός 11 (διαβάζεται ένα, ένα) στο δυαδικό σύστημα αρίθμησης είναι ο τρία, στο τριαδικό είναι ο τέσσερα, στο τετραδικό είναι ο πέντε,… και στο σύστημα με βάση αρίθμησης το ν είναι ο ν+1

Θα δώσουμε ένα παράδειγμα εύρεσης του υπολοίπου ακεραίου που έχει γραφεί στο επταδικό σύστημα αρίθμησης διά του 10-1=6 και διά του 10+1=11 (οκτώ).

Στο παρακάτω κείμενο ο αριθμός που γράφεται με αραβικά ψηφία θα είναι του επταδικού συστήματος αρίθμησης.

Ας πάρουμε τον επταδικό αριθμό 653456545 (αυτός ο αριθμός του επταδικού είναι ο 39141037 του δεκαδικού συστήματος).

Το υπόλοιπό του διά του 10-1=6 είναι όσο και το υπόλοιπο του 6+5+3+4+5+6+5+4+5=σαραντατρία=61
Εφαρμόζω ξανά τον ίδιο κανόνα

6+1=επτά=10

Εφαρμόζω ξανά τον ίδιο κανόνα

1+0=1

Το υπόλοιπο, λοιπόν, του 653456545 (του επταδικού) διά του 10-1=6 είναι 1

Να βρούμε τώρα το υπόλοιπο του 653456545 του επταδικού διά του 10+1=11=οκτώ
Οι διψήφιοι αριθμοί 11, 22, 33, 44, 55 και 66 (είναι αντίστοιχα οι εξής: οκτώ, δεκαέξι, εικοσιτέσσερα, τριανταδύο, σαράντα και σαρανταοκτώ) είναι οι μοναδικοί διψήφιοι αριθμοί του επταδικού συστήματος που διαιρούνται ακριβώς διά του 11 (οκτώ).
Ας πάρουμε ένα άλλο διψήφιο αριθμό (του επταδικού): τον 41 (εικοσιεννιά).
Ο αριθμός αυτός διαιρούμενος διά 11 (οκτώ) αφήνει υπόλοιπο 41-33=5

Θα εφαρμόσουμε τον κανόνα εύρεσης του υπολοίπου διά του 10+1=11=οκτώ.

Χωρίζουμε τον αριθμό σε διψήφια τμήματα από δεξιά προς τα αριστερά…

6’53’45’65’45

Προσθέτουμε αυτούς 5 «διψήφιους» αριθμούς:

       06 (στήλη μονάδων: 5+5+5+3+6=εικοσιτέσσερα=3 επτάδες + 3 μονάδες)
                      53 (στήλη επτάδων: κρατούμενα_3+4+6+4+5=εικοσιδύο=3 επτάδες επτάδων+1 μονάδα)

                      45
                      65
                      45

                     ----
                    313

Οι αριθμοί 653456545 και 313 διαιρούμενοι διά του 11 αφήνουν το ίδιο υπόλοιπο.

Χωρίζουμε, λοιπόν, ξανά τον αριθμό 313 σε διψήφια τμήματα από δεξιά προς τα αριστερά και προσθέτουμε τους διψήφιους αριθμούς…
     03
     13
     ---
     16
Ο αριθμός 16 (δεκατρία) διαιρούμενος διά 11 (οκτώ) αφήνει υπόλοιπο 16-11=5

Επομένως 5 είναι και το υπόλοιπο του 653456545 διά του 11.

Παρατηρήσεις στο επταδικό σύστημα
1. Οι διαιρέτες του 10-1=6 είναι το 2 και το 3.

Βγάζουμε, λοιπόν, το συμπέρασμα ότι ο κανόνας εύρεσης του υπολοίπου διά του 2 καθώς και δια του 3 είναι ο ίδιος με τον κανόνα διά του 6.
2. Οι διαιρέτες του 10+1=11 (οκτώ) είναι το 2 και το 4.

Βγάζουμε, λοιπόν, το συμπέρασμα ότι ο κανόνας εύρεσης του υπολοίπου διά του 2 καθώς και δια του 4 είναι ο ίδιος με τον κανόνα διά του 11 (οκτώ).
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